
Oefententamen Wiskundige Techn. 3 (WISN202). A. Henriques, Juni 2013.

Geef niet alleen anwoorden, maar bewijs al je beweringen.

Opgave 1 Toon ann door de Cauchy-Riemann vergelijkingen te gebruiken, dat de functie
f(z) = ez2

holomorf is
Oplossing: Voor z = x + iy hebben we ez2

= ex2−y2+2ixy = ex2−y2

cos(2xy) + iex2−y2

sin(2xy).

Zij f1(x, y) = ex2−y2

cos(2xy) en f2 = ex2−y2

sin(2xy). We moeten aantonen dat ∂xf1 = ∂yf2 en

dat ∂yf1 = −∂xf2. In de daad: ∂xf1(x, y) = 2xex2−y2

cos(2xy) − 2yex2−y2

sin(2xy) = ∂yf2 en

∂yf1 = −2yex2−y2

cos(2xy) − 2xex2−y2

sin(2xy) = −∂xf2.

Opgave 2 Wat zijn de beelden van:

het gebied
1

i

onder de afbeelding z 7→ z2 ?

het gebied
1

i

onder de afbeelding z 7→ 1/z ?

het gebied
1

i

−1

−i

onder de afbeelding z 7→ log(z) ?

Oplossing: •

1−1

2i

•

1

−i •

πi/2

−πi/2

Opgave 3 Bereken de volgende lijnintegraal:

∫

σ

1

z
dz

waar σ : [−1, 1] → C het pad met functievoorschrift σ(t) = (−1 + it)2 is.
Oplossing: Zij log(z) de primietieve van 1/z in het domein U := C − R≤0. Het pat σ gaat
van (−1 − i)2 = 2i naar (−1 + i)2 = −2i, en zit geheel in U , en dus

∫

σ
1
z
dz = [log(z)]−2i

2i =
log(−2i)− log(2i) = (log(2) − iπ

2 ) − (log(2) + iπ
2 ) = −iπ.

Opgave 4 Bereken de polen en de residuen van de volgende functies

f(z) =
z

sin(z)
, g(z) =

1

cos(z2)
, h(z) =

ez

(1 − z2)2
.

Oplossing: • De nulpunten van sin(z) zitten bij z = nπ, n ∈ Z, met uitzondering van het punt
nul: dat zijn de polen van f . Resnπ

z
sin(z) = z

cos(z) |z=nπ = nπ
(−1)n = (−1)nnπ. • De nulpunten

van cos(z2) zijn de punten waar z2 de vorm (n + 1
2 )π neemt, met n geheel. Dat zijn de punten

±
√

(n + 1
2 )π en ±i

√

(n + 1
2 )π, met n ∈ N. De residu is dan de waarde van 1

cos(z2)′ = 1
−2z sin(z2)

bij deze punten. • De functie h heeft polen by ±1. Stel eerst w = z − 1. We berekenen ez

(1−z2)2 =

ew+1

(1−(w+1)2)2 = e ew

(w2+2w)2 = e(1 + w + . . .)(w2 + 2w)−2 = e(2w)−2(1 + w + . . .)(1 + 1
2w)−2 =

e
4w−2(1 + w + . . .)(1 − w + . . .) = e

4w−2(1 + 0 · w + . . .). Dit levert ons Res1
ez

(1−z2)2 = 0. Stel nu

w = z + 1. We berekenen ez

(1−z2)2 = ew−1

(1−(w−1)2)2 = e−1 ew

(2w−w2)2 = e−1(1 + w + . . .)(2w − w2)−2 =

e−1(2w)−2(1 + w + . . .)(1− 1
2w)−2 = 1

4e
w−2(1 + w + . . .)(1 + w + . . .) = 1

4e
w−2(1 + 2w + . . .). Dit

levert ons Res−1
ez

(1−z2)2 = 1
2e

.

Opgave 5 Bereken de Laurent reeks van de functie f(z) = 1
z2+3z+2 in het ringgebied {z ∈ C : 1 <

|z| < 2}.
Oplossing: 1

z2+3z+2 = 1
(z+1)(z+2) = a

z+1 + b
z+2 voor zekere a en b. We hebben a

z+1 + b
z+2 =

a(z+2)+b(z+1)
(z+1)(z+2) = (a+b)z+(2a+b)

(z+1)(z+2) . Dus a + b = 0 en 2a + b = 1, waaruit volgt dat a = 1 en b = −1.

Kortom, 1
z2+3z+2 = 1

z+1 − 1
z+2 . De Laurent reeks van 1

z+1 voor |z| > 1 is z−1 − z−2 + z−3 −

z−4 + z−5 − . . . = −
∑−1

n=−∞(−1)nzn. De Laurent reeks van − 1
z+2 voor |z| < 2 is −(1/2 −

z/4 + z2/8 − z3/16 + z4/32 − . . .) = −
∑∞

n=0(−1)nzn/2n+1. De Laurent reeks van 1
z2+3z+2 is dus

−
∑−1

n=−∞(−1)nzn −
∑∞

n=0(−1)nzn/2n+1.

Opgave 6 Bereken de integraal
∫ ∞

−∞

(

sin(x)

x

)2

dx

Oplossing:
∫ ∞

−∞

(

sin(x)
x

)2

=
∫ ∞

−∞

1−cos(2x)
2x2 = ℜe

(

∫ ∞

−∞
1−e2ix

2x2

)

. De integrand f(x) := 1−e2ix

2x2 is

klein in het bovenste half vlak, dus
∫ ∞

−∞
1−e2ix

2x2 is 2πi keer de som van de residuen van f in het
bovenste half vlak, plus een half keer 2πi keer de som van de residuen van f op de reële as. De enige

pool van f is een enkelvoudige pool bij z = 0. De Lauren reeks is f(z) = 1−(1+2iz+...)
2z2 = −iz−1+. . .,

en de residu is dus −i. Het volgd dat ℜe
(

∫ ∞

−∞
1−e2ix

2x2

)

= ℜe (πi × (−i)) = π.


